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1 Konecéné automaty - nazorné

Méjme nésledujici automat ... zkuste si jej nakreslit.

a b €
— 0| {0,1} | {0,4} | {4}
1 {45} | {2} | {5}
2| {3} | {56} | {6}
<3 3] 83| {3
a0 | 6B {8
50 {6y | {3 | {}
<6 {6} | {6} | {}

Vsimnéte si, ze hodnoty prechodové funkce jsou mnoziny - vzpomerite si na definici nedeterministického
automatu.

Postupné provedeme nasledujici ...
1. Odstranime epsilon prechody
2. Detererminizujeme

3. Minimalizujeme vysledny automat

1.1 Odstranéni epsilon prechodu

V prednaskach lze algoritmus najit. Je potieba se prokousat slozitym vyrazem. Nejprve je nutno zadefi-
novat e — CLOSURE.

e — CLOSURE(q) = {p: (¢.€) F* (p,&),p € Q}.

Cesky feceno, funkce pro kazdy stav vraci mnozinu stavii, do kterych se lze dostat pouze pomoci epsilon
pirechodu. Tato mnozina obsahuje alespon vychozi stav ¢ samotny. Je potieba dét pozor a postupovat
systematicky, stavy mohou byt totiz dosazitelné sérii epsilon prechodu v fadé. Epsilonovy uzavér muzeme
spocitat algoritmem podobnym algoritmu na vypocet dosazitelnych stavi, ovSéem s modifikaci na epsilon
ptrechody.

V tomto piikladé je urceni uzaveéru jednoduché:
e —CLOSURE(0) = {0,4}

e — CLOSURE(1) = {1,5}
¢ — CLOSURE(2) = {2,6}
¢ — CLOSURE(3) = {3}
¢ — CLOSURE(4) = {4}
e — CLOSURE(5) = {5}
e — CLOSURE(6) = {6}



Nyni rozpitvame piedpis pro odstranéni epsilon prechodu:

(g, a) = U (p, a).

pEe—CLOSURE(q)

Vyraz vyse znamend, ze pokud chceme uré¢it prechod ze stavu ¢ pro vstupni symbol a nového automatu
bez epsilon prechodu, vezmeme vsechny stavy z epsilonového uzdvéru stavu ¢ z puvodniho automatu, a
prechody ze vSech téchto stavu pro jeden vstupni symbol a sjednotime do jednoho a zapiSseme do daného
policka tabulky.

Pro nds automat tak pro stav 0 sjednotime fadky 0 a 4, pro stav 1 fadky 1 a 5, atd. Automat bez epsilon
prechodu tedy vypadd nésledovneé:

a b
— 0 {0,1} | {0,4,5}
L {456} | {2}
+— 2 {3,6} {5,6}
<3| {3} {3}
4 {} {5}
51 {6} {}
<6 {6} {6}

Druhy bod algoritmu stanovi, jak se urc¢i koncové stavy.

F'={q:e —CLOSURE(q)NF #0,q € Q}

Stav 2 se tedy stal koncovym, protoze e— CLOSURE(2) = {2,6} a 6 byl koncovy v ptuvodnim automatu.

1.2 Determinizace

Determinizace de facto simuluje, co by se stalo, kdybychom prochézeli véechny mozné "cesty” automatem
najednou. Takze jmenovka stavu vlastné obsahuje, kde vSude by se automat po precteni daného vstupu
nachézel.

Zacneme startovnim stavem, u néjz prechodovou funkci akorét opiSeme (na za¢atku se nachdzime pouze
v jednom stavu, takze pfechodovd funkce je identickd), misto zédpisu mnoziny vsak pouZijeme hranatych
zdvorek. Vyznacime tak, ze se spi§ jednd o jeden stav a ne mnozinu. Oba cilové stavy [0,1] a [0, 4, 5] jsou
nyn{ neoznacené, stav 0 je oznaceny (uz jsme jej zpracovali).

| 0l @ [ b |

[— 0] [[0,1] [ [0,4,5] |

Pokracujeme dalsim neoznacenym stavem, [0, 1]. Pro uréeni prechodové funkce pro tento stav ndm staci
nakombinovat Fddky pro stavy 0 a 1 z puvodniho automatu, to ndm k4 definice ve slajdech. Platilo, ze
Onra(0,a) = {0,1} a dpra(l,a) = {4,5,6}, vysledny cilovy stav je tedy [0,1,4,5,6]. Obdobnou operaci
provedeme pro vstupni symbol b.

L ol a [ b |

[ [0,1] [[[0,1,4,5,6] | [0,2,4,5] |

Nezapomente, ze ”jmenovka’ nového stavu je definovdna pomoci operace sjednoceni, takze piipadné
opakujici se podstavy vynechdvame. Stejnym zpusobem ur¢ime hodnotu prechodové funkce pro vstupni
symbol b. Stav [0,1] je nyni oznaceny, nové dva stavy neoznacené a pokracujeme dalsim neoznacenym
stavem. Casem zaéne nase piechodové funkce vyrabét stejné stavy (se stejnou jmenovkou), to je naprosto
v pofadku, jinak bychom nikdy neskonéili, navic novych stavii miize byt jen 2/9»sel (mnozina podmnozin
z Q). Pod jmenovkami stavi musime poidd chdpat mnoziny, takZe stavy s ruznym pofadim stejnych
"podstavi” jsou identické.



Koncové stavy nového automatu jsou vSechny takové, které obsahuji aspon jeden koncovy stav z vychoziho
automatu.

| 0 [ a \ b |
- (0] [0,1] [0,4,5]
[0,1] 0,1,4,5,6] [0,2,4, 5]
(0,4, 5] (0,1, 6] (0,4, 5]
« [0,1,4,5,6] 0,1,4,5,6] | [0,2,4,5,6]
—  [0,2,4,5] [0,1,3,6] (0,4, 5,6]
. (0,1, 6] 0,1,4,5,6] | [0,2,4,5,6]
«  [0,2,4,5,6] [0,1,3,6] (0,4, 5, 6]
«~  [0,1,3,6] 0,1,3,4,5,6] | [0,2,3,4,5,6]
«  [0,4,5,6] (0,1, 6] (0,4, 5,6]
« [0,1,3,4,5,6] | [0,1,3,4,5,6] | [0,2,3,4,5,6]
« [0,2,3,4,5,6] [0,1,3,6] [0,3,4,5,6]
« [0,3,4,5,6] [0,1,3, 6] [0,3,4,5,6]

Po determinizaci vznikne automat se spoustou koncovych stavu (po mensf ivaze zjistime, ze je "vyrobily”
smycky ve stavech 3 a 6), které jsou ale ekvivalentni. Ale musime to dokdzat tim, Ze se pokusime automat
minimalizovat.

1.3 Minimalizace

Minimalizace je zaloZena na vlastnosti, které se rika ekvivalence stavi. Stavy jsou ekvivalentni, pokud
se pro libovolné slovo chovaji stejné, tedy shodné dorazi do koncového, nebo nekoncového stavu.

Tzn. pro ekvivalentni stavy p, q a libovolné w € T™ plati néco jako

0*(q,w) € F & §*(p,w) € F.

Pro limitni piipad w = & musi byt stavy shodné koncové nebo nekoncové. Funkci §* se fika rozsitend
prechodova funkce, a lze ji definovat induktivné néjak takto:

6"(q,¢) = ¢q
0% (q, wa) = 6(6*(q, w), a),

kdeqe QweT* acT.

Postupem uvedenym v predndsce (a¢ to neni moc vidét) vlastné kontrolujeme tuto vlastnost iterativné
od nejkratsich fetézcli. Zaciname s predpokladem, ze stavy jsou ekvivalentni pro w = ¢, tedy rozdélime
stavy do dvou t¥id ekvivalence jen podle toho, zda jsou koncové ¢i nikoliv.

I:{ [0}7[()’1]’[074’5] }
11={10,1,4,5,6],[0,2,4,5],[0,1,6],[0,2,4,5,6], 0,1, 3,6], 0,4, 5, 6],
[071,3,4,5,6], [0,2,3,475,6}, [0,3,4,5,6} }

Potom prechodovou funkci pro kazdy stav vyplnime podle toho, do jaké skupiny dany prechod vede:

| I [ alb]
— [0] I |1
0,1 11|11




] I1. [ a]0b]

— [0,1,4,56 [ II]1I
«~  [0,2,4,5] IT | IT
- (0,1, 6] IT | IT
«  [0,2,4,5,6] || 11|11
«~ [0,1,3,6] IT | II
«~  [0,4,5,6] IT | IT
« [0,1,3,4,5.6] | 1T | 11
« [0,2,3,4,5.6] | 11 | 11
«  [0,3,4,5,6] || 11|11

Vidime, ze prvni skupinu musime roztrhnout na tfi a znovu prepsat prechodové funkce

| I a b ]
(o[ rjiv]
| I a ] b |
[0 [ 1T ]1IT]
| W ]alb |
[T

0,4,5] [ 11 [ IV |

Druhd skupina se nezméni. Pokud budeme pokracovat, zjistime, ze skupina IT se jiz neda roztrhnout,
vSechny ptrechody totiz vedou do ni samé.

Iterace se zastavi v momenté kdy jsme nic nerozdélili. Vysledny automat bude mit stavy podle poctu
vyslednych skupin a pfechodovou funkci spoc¢tenou podle puvodniho automatu a piislusnosti puvodnich
stavu do vyslednych skupin.

1) a b

— I 111 | IV
— II 11 17
117 17 11

v i1 | 1Iv

1.4 Casté problémy

Informace ziskané po stovce opravenyjch zkouskovyjch pisemek a hodindch stravenyjch nad opravou domdcich
tkolu

1. e-prechody. Pamatujte, ze funkce e-CLOSURE je uzavér. Jisté si vzpomenete na tranzitivni uzavery
bindrnich relaci. Pro dosazeni néjakého stavu za pomoci epsilon piechodu je mozno pouZzit vice
prechodu po sobé. Stejné tedy tak epsilon uzavér musi byt iterovan tak dlouho, dokud to jde.

2. Odstranovani e-prechodt. Obecné existuji dva ruzné algoritmy. Druhy postup odstranuje epsilon
prechody v rdamci determinizace a nebyl zdmérné prezentovan. Loni jsem to udélal a vysledkem
bylo to, ze jej studenti kombinovali s prvnim, coz vedlo na Spatna feSeni. Pokud vas i tak zajima
najdete jej vSude na internetu, pifipadné na eduxu na mé strance v sekci vyucujici, kde rozebiram
rozdily mezi obéma metodami.

3. Determinizace. Néktefi opisuji vSechny stavy z nedeterministického automatu do deterministického.
Jenze tyto stavy se pak nikde nevyskytuji na pravé strané, tudiz jsou nedosazitelné a jen zabiraji
misto, nemluvé o minimalizaci.

4. Minimalizace. Skupiny stavu lze pouze rozdélovat, nikoliv slucovat. To, ze stavy rozdélite v ngjaké
iteraci do skupin znamen4, ze jste ukéazali, ze pro néjaké vstupni slovo stavy ekvivalentni nejsou. Uz
viubec nemuzete prohlasit za ekvivalentni stavy koncovy s nekoncovym. Takze jednoduché pravidlo:
Rozdélovat, ale nikdy uz neslucovat zpét.



5. Minimalizace 2. Pfed¢asné ukonéni minimalizace. To, ze v nékteré iteraci jednu skupinu neroztrhneme,
neznamend, ze ji neroztrhneme pristé. Muze to byt totiz ovlivnéno roztrzenim jiné skupiny. Algo-
ritmus ukonc¢ujeme opravdu tehdy, pokud se nezméni v jednom kroku vubec nic...

1.5 Konecné automaty - priklady

1.5.1 Priklad

Sestrojte koneény automat nad abecedou A = {a,b}, ktery prijme slovo “abba’.

Tohle je celkem jednoduché, pro vsechno ostatni automat ”"spadne”:

| dlab]

_>

= w N = O
1
W N

4

1.5.2 Priiklad

Sestrojte koneény automat nad abecedou A = {a,b}, ktery prijme slovo, které kondéi na “abba”.

Tady si snadno pomuzeme nedeterminismem. Automatu umoznime pied prectenim slova “abba” piecist
libovolnou posloupnost znakt jednoduchou smyckou ve stavu 0.

| 0] a [b]
—01] 0,10
1 - 2
2 - 3
3 4 -
— 4 - -

Zkuste si dany automat zdeterminizovat, mélo by vdm vyjit (automat je minimélni, ovérte si pokusem o
minimalizaci):

| ol @ [ b |
= [0] || [0,1] | [0]
[0,1] [0,1] | [0,2]
[0, 2] [0,1] | [0,3]
[0,3] || [0,1,4] | [O]
< 10,14 | 0,1 | 0,2

1.5.3 Piiklad

Sestrojte konecny automat nad abecedou A = {a,b}, ktery prijme slovo, které zacind na "abba’.

Zde je pfistup opacny, smycku umistime na konec automatu

| _0falb]

=0 1]-
19 -12
20 -13
3041 -

~— 41414

Automat je deterministicky



1.5.4 Prtiklad

Sestrojte koneény automat nad abecedou A = {a,b}, ktery prigme slovo, které obsahuje “abba’.

Zkombinujeme oba piistupy:

| o] a [b]
—01 0,10
1 - 2
2 - 3
3 4 -
— 4 4 |4
Po determinizaci:
| o a [ b |
= [0] | [0,1] [0]
[0,1] [0,1] [0, 2]
[0,2] [0,1] [0, 3]
[0,3] || [0,1,4] | [0]
+[0,1,4] || [0,1,4] | [0,2,4]
+[0,2,4] || [0,1,4] | [0,3,4]
«[0,3,4] || [0,1,4] [0,4]
« [0,4] || [0,1,4] [0,4]

| o] o | b |
—[0] || [0,1] [0]
(0,1) | [0,1] | [0,2]
[0,2] [0,1] [0,3]
[0,3] || [0,1,4] [0]
—10,1,4] || [0,1,4] | [0,1,4]

1.5.5 Ptiklad

Sestrojte koneény automat nad abecedou A = {a,b}, ktery prigme slovo “abba” a vsechny jeho neprdzdné
predpony (prefix automata)

Na predpony existuje jednoduchy trik, automat bude mit vice koncovych stavi:

| 0falb]

0] 1] -
— 11 -2
—2|-13
—3 |4 -
— 4 -

Automat je deterministicky.

1.5.6 Priklad
Sestrojte koneény automat nad abecedou A = {a,b}, ktery prigme slovo “abba” a vsechny jeho neprdzdné
pripony (suffix automata)

Na piijiméani ptipon si vypomuzeme epsilon prechodem, abychom mohli preskoc¢it libovolnou ¢ast fetézce.
Do stavu 4 neskaceme, chceme pouze neprazdné pripony.



-0 - 11,23
1] -12 -
210 -13 -
34 - -
—4 | - -
Determinizovany:
| 0] a [ b |
—[0,1,2,3] || [1,4] | [2,3]
<[4 ] - 2]
2,3 | @ | B
2 - 3]
«— [4] - -
B] || [4]

1.5.7 Priklad

Sestrojte koneény automat nad abecedou A = {a,b}, ktery prijme slovo “abba” a viechny jeho souvislé
podretézce (factor automata).

Vysledek vznikne kombinaci obou ptedchozich piistuptu. Automat, ktery by pfijimal pouze neprézdné
podietézce by byl o mnoho vétsi (zkuste si jak by vypadal ... je to vlastné sjednoceni vice automatu z
bodu 1.5.5 - pfedpony ze slov abba, bba, ba, a), ndm bude stacit tato zkratka, kterd pfijim4 i prazdné
slovo.

[ ofafb] € |
-0 1]-|123
— 1] -12 -
—~2|-13 -
«~3 4] - -
—4 | -] - -
Deterministicky:
| 0] a | b ]
=« [0,1,2,3] || [1,4] | [2,3]
<[4 | - 2]
<23 @4 | B
<2 - 3]
— [4] - -
< B 4

1.5.8 Piiklad

Sestrojte konecny automat nad abecedou A = {0,1}, ktery prijme slova, kterd odpovidaji bindrnimu zdpisu
celyjch cisel délitelngch tremi.

Zdanlive slozity kol je vlastné jednoduchy a princip se podobd déleni se zbytkem, jaké zname ze zakladni
skoly. Mezi desitkovou soustavou a libovolnou jinou soustavou je pramaly rozdil. Princip onoho déleni
spocival v postupném ptibiranim ¢islic k prozatim vypoctenému vysledku. Napft.

42 : 2 = 21, zbytek 1

101011 : 10 = 010101
1
10
0



01
010
0
01
011
1

Koneény automat vlastné jen sleduje, co se déje prubézné se zbytkem. Kazdym sepsanim dalsi ¢islice se
zbytek v piipadé dvojkové soustavy vyndsobi dvéma (shift doleva) a pfi¢te se hodnota pfipsané ¢islice
a poté vydeli délitelem. Kazdy stav automatu tedy odpovida jedné mozné hodnoté zbytku a stav pro 0
bude koncovy. Vstup automatu odpovida "sepisované” ¢islici. Tedy napiiklad stav 2 odpovida zbytku 2
a pripsanim jednicky dostaneme 2 %2 + 1 = 5. To po déleni 3 dava opét 2.

| oJoft]
— <« 0|01
1210
21112

1.5.9 Dalsi pfiklady k procviceni

1. Sestrojte automat nad abecedou A = {0,1}, ktery pfijme vSechna slova, kde je pocet jednicek
délitelny tfemi.

2. Sestrojte automat nad abecedou A = {0,1}, ktery pfijme vSechna slova, kde je pocet jednicek
deélitelny dvémi nebo péti. Pouzijte metodu na sklddéni automatu (sjednocen{ jazyku).

3. Sestrojte automat nad abecedou A = {0,1}, ktery piijme vSechna slova, kde je pocet jednicek
délitelny dvémi a zaroven péti. Pouzijte metodu na sklddani automatu (prunik jazyku).

4. Sestrojte automat nad abecedou A = {0,1}, ktery pfijme vSechna slova, ktera obsahuji 000 a zdroven
konéi na 01.

2 Prevody RG < KA < RV

2.1 Prevod regularni gramatiky na koneény automat

Ptevod je celkem ziejmy. Pro kazdy netermindl vytvoiime stav automatu. Pro kazdé pravidlo ve tvaru
A — aB mame piechod ze stavu A do stavu B pro vstupni symbol a. Pro terminalni pravidla, tj. ve
tvaru A — b vytvorime pfechod ze stavu A do specidlniho nového stavu, ozna¢me jej tieba F, pro vstup
b. Tento novy stav F bude koncovy. Pokud je soucasti gramatiky specialni pravidlo S — ¢, kde S je
pocateéni netermindl gramatiky, stav S naseho automatu bude také koncovy (aby automat mohl pfijmout
prazdny symbol).

Piiklad. Méjme gramatiku G = ({4, B,C}, {a, b, c}, A, P}, kde mnozina P pravidel vypadd nasledovné:

A—e|bB|a
B— bB|aC|c
C— bB|b|aA|aC

Automat tedy bude vypadat asi takto:
| 0l @ [ & [c]

— = A F B -

B C B F

C | AC | B,F | -

«— F - - -




Koncové stavy budou dva. Stav A vznikl z poc¢dtecniho symbolu gramatiky a v pravidlech mame A — ¢
(gramatika generuje prazdny fetéz).

2.2 Pievod automatu na regularni gramatiku

Pfevod zpét je analogicky ptredchozimu postupu. Zcela automaticky pfevedeme piechod z A do B pro
vstup ¢ jako pravidlo gramatiky A — cB. Pokud je zdroven stav B koncovy, je nutno pfidat druhou
variantu pravidla, a to A — c.

Trochu problematické je to s pocateénim stavem. Z néj sice snadno vytvoiime pocdteéni netermindl
gramatiky, ovSem trable nastavaji v pripadé, ze je to zaroven stav koncovy.

Reverzné k pifkladu vyse bychom napsali pravidlo S — ¢, to si ovSem muzeme dovolit (s odkazem na
definici reguldrni gramatiky) jen v pifipadé, ze pak S nebude na pravé strané zddného pravidla (tj. do
stavu S puvodniho automatu "nic nevede”). Pokud se ndm S na pravé strané néjakého pravidla preci
jen objevi (tj. v automatu do stavu S vede néjaky piechod), je nutno si pomoci trikem z prednédsky a
restriktivni podminku v definici regularni gramatiky obejit.

Vytvoiime novy poc¢atefni neterminal R a pro néj pravidlo R — ¢. Daéle na pravou stranu pravidla pro R
okopirujeme vsechny pravé strany pro netermindl S. Netermindl R pak spliuje podminku pro regularni
gramatiku. Muze byt prepsan na epsilon a zaroven se nevyskytuje nikde napravo.

Piiklad. Méjme automat

| 0 a [b]c]

— = A A | B|C
A

B C | B
~C|AC|B]| -

Naivné bychom pravidla gramatiky sestrojili ndsledovné:

A—=aAlal|bB|cClcle
B—aClal|bB|cA]|c
C—aA|aC |a|bB

Pravidlo A — ¢ odpovida pocdtetnimu stavu, ktery je zaroven koncovy, ale s nim méa vsak definice
reguldrni gramatiky z prednasky problém. Proto jej nahradime trikem a zavedeme novy neterminal,
ktery bude pocateé¢nim symbolem gramatiky a bude mit nésledujici pravidla:

R—e|aA|a|bB|cC|ec

Vlastné jsme zkopirovali pravidla pro A, a z néj ted’ pravidlo pro epsilon vypustime. Vyslednd gramatika
tedy bude G; = ({R, A4, B,C},{a,b,c}, R, P), kde P je sada pravidel:

R—aA|a|bB|cC|c|e

A—aAlal|bB|cC|ec

B—aClal|bB|cAlc

C—aA|aC|albB

2.3 Prevod regularni gramatiky na regularni vyraz

Asi nejrychlejsi metodou je pouziti regularnich rovnic. Dal${ moznosti je postupnd eliminace neterminali,
kterd analogicky odpovida eliminaci stavu ekvivalentniho automatu. Tento algoritmus bude na automat-
ech popsén pozdéji.

Mgjme gramatiku G, = ({4, B}, {a,b}, A, P), kde P:

A—aA|bB|a
B —aA|aB|bB|b

Lusknutim prstu pfevedeme gramatiku na soustavu regularnich rovnic:



A=aA+bB+a
B=aA+aB+bB+b

Resime obdobné jako na zakladni Skole soustavu N rovnic o N nezndmych — dosazovanim. Tady ovSem
mame jinou sadu ekvivalentnich tprav. Vyuzijeme triku, Ze rovnici ve tvaru A = oA + [ 1ze prevést na
vyraz A = o* .

Jelikoz chceme ekvivalentni vyraz k dané gramatice, vysledkem je vyraz pro proménnou odpovidajici
pocatetnimu neterminalu gramatiky, tedy A. Zbavime se tedy nejprve B a to tak, ze z druhé rovnice
vyjadiime B a dosadime do rovnice ¢. 1.

Druhou rovnici si nejprve trochu ozdvorkujeme a vytkneme B (pozor napravo, zfetézeni neni komutativn{
operace):
B=(a+b)B+ (aA+Db).

Nyni druhou rovnici mame ve tvaru, ktery potiebujeme. Vyjadiime B:
B = (a+b)*(aA + b) (pozor "zbytek” bez B se pfilepuje pomoci zietézeni, neni tam +, to je ¢asty zdroj
chyb).

Dosadime do prvni rovnice:
A=aA+bla+b)*(aA+b)+a

Roznasobime druhy ¢len:
A=aA+bla+b)*aA+bla+b)*b+a

Vytkneme A vpravo za zavorku:
A=(a+bla+b)*a)A+bla+b)*b+a

Vyjadiime A pomoci triku vyse:

A= (a+bla+b)*a)*(bla+b)*b+ a),

coz je feSenim.

POZOR. Pii upravach rovnic zapomeiite na rozndsobovani souc¢tem zabalenym v iteraci. Rozhodné nelze
roznasobit vyraz a(b + ¢)*. Na tpravy reguldrnich vyrazu existuje kuchaika, kterou najdete ve slajdech.

Stejnou metodu feSeni regularnich rovnic lze pouzit na prevod automatu na reguldrni vyraz. To bud’
nepfimou transformaci pfes reguldrni gramatiku, nebo pfimym generovanim soustavy rovnic ze zdro-
jového automatu. Zde existuji dvé varianty, pro ptichozi nebo pro odchozi hrany automatu.

2.4 Prevod regularniho vyrazu na automat
2.4.1 Metoda sousedu

Mgjme reguldrni vyraz V = (ab*+b)*ab*+a*. Nejprve si viechny elementy reguldrniho vyrazu oéislujeme.
V = (a1b% + b3)*aqsdbt + af.

Sestavime si mnozinu poc¢ateénich symbolu Z, tedy ocislovanych symbolu, které se mohou vyskytovat na
zacatku néjakého slova vygenerovaného regularnim vyrazem. Urcite tam bude a1 a bs, diky tomu, ze je
prvni ¢ést v iteraci, muze byt na zac¢dtku i as. Diky + na nejvyssi drovni i ag. Tedy Z = {a1,bs, a4, ag}.

Podobné zkonstruujeme mnozinu koncovych symbold, tedy téch, které se mohou vyskytovat na konci
néjakého vygenerovaného tetézce. F' = {ay, b5, a6}. as se na konec dostane kvuli iteraci u élenu bs.

Ted’ zbyvaji sousedi, nejzradnéjsi jsou na nich iterace v kombinaci se znaminkem + uvniti. Je potieba
postupovat systematicky.

P={

aiai, aibs,aibs, aray,
baay, baba, babs, boay,
bzay, b3bs, bzay,

a4b57

bsbs,
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a6ac6,

}.

Automat pak sestavujeme snadno. Pro kazdy ocislovany symbol budeme mit stav automatu. Navic
pridame novy pocatecni stav, oznacme jej tieba qq.

Zatneme zpracovanim mnoziny Z. Z pocatecniho stavu gy natahneme pfechod pro kazdy ¢len mnoziny Z.
Pro kazdy par z mnoziny P pak vytvoiime pfechod automatu. Vstupni symbol prechodu vzdy odpovida
cilovému stavu (automat je homogenni).

Koncové jsou vsechny stavy vyjmenované v mnoziné F. Déle, v tomto pfipadé koncovy bude i stav g,

protoze regularni vyraz generuje i prazdny fetéz.

| 0 o | b |

— 4 qo || a1,a4,a6 | b3
ai al, a4 bg, bg
b2 al, a4 bg, b3
b3 al, a4 bg

— aq - b5
— by - bs
< ag ag -

2.5 Prievod automatu na regularni vyraz

Prvni moznosti je pouzit metody pies FeSeni soustavy reguldrnich rovnic. Automat pomoci metody pro
prichozi nebo odchozi hrany pifevedeme na soustavu rovnic a feSime pro po¢dteéni stav (metoda odchozich
hran) nebo pro soucet koncovych stavii (metoda piichozich hran).

Druhou moznosti je postupnd eliminace stavi.

V tomto piipadé je nutno zavést rozsitené ohodnoceni ptrechodu, kde je kazdy prechod automatu mozno
ohodnotit regularnim vyrazem.

Postup je ilustrovany v pifloze (obrézek na stejném misté na eduxu). Nejprve je nutno si poc¢étecni stav
a koncové stavy "vytdhnout” do novych stavii S a F. Pak sekven¢né odstranujeme stavy. Plati, ze pokud
mame stavy A,B,C a chceme odstranit stav B, tak misto néj vytvorime pirechod s ohodnocenim «3*y + 4,
kde « je ohodnoceni pfechodu z A do B, § je smycka ve stavu B, v je ohodnoceni ptechodu z B do C, §
je ohodnoceni pfechodu z A do C ptimo. Pokud néktery z pfechodu neexistuje, dosadime za patfi¢nou
cast prazdny jazyk a chovame se podle toho. Pokud neexistuje smycka v B, jen ji vynechdame a vysledek
bude ay + 6. Pokud naptiklad neexistuje prechod z B do C, cesta "oklikou” pies B nelze pouzit a zustane
jen piechod z A do C pfimo, tj. §. Skonéime, az médme jen stavy S a F a jeden prechod mezi nimi, ktery
je ohodnocen vyslednym regularnim vyrazem.

3 Kilasifikace jazykua

Pokud po vas nékdo bude chtit zafazeni jazyka, je nutno si vzpomenout, ze jednotlivé tiidy Chom-
ského klasifikace jsou podmnozinou té vySsi, tj. regularni jazyk je zdroven bezkontextovy, kontextovy i
rekurzivné spocetny, totéz plati o tfiddch gramatik. Proto jsou ¢asto zaddni na zafazeni jazyku (nebo
gramatiky) formulovdna tak, Ze se po véds chce bud’:

1. Stanovit nejnizs{ moznou t¥idu jazyka (gramatiky), nebo
2. vSechny t¥idy jazyka (gramatiky), tj. véetné odpovidajicich nadmnozin.

V pripadé gramatik je klasifikace snadnéd, staci podle tvaru pravidel urc¢it tiidu, do které gramatika spada
a podle znéni otdzky odpovédét spravnou odpovedi (ad 1) nebo odpovédmi (ad 2).
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3.1 Zarazeni jazyka

V piipadé jazyka je to trochu vice préce. Neexistuji univerzalni vzorecky, na jejichz konci ndm vypadne
cilova ttida, ale musime piislusnost k dané kategorii odvodit. Spravnou tfidu jazyka musime ohranicit
shora i zdola.

Shora ji omezime sestrojenim gramatiky, kterd jazyk generuje, pripadné automatem, ktery jazyk prijima.
Pak vime, 7e je jazyk je nejhtufe tak slozity jako ndmi vytvorend gramatika/automat. OvSem nemdme
jistotu, zdali nepatii jesté do nizsi kategorie. Naptiklad pokud sestrojime bezkontextovou gramatiku pro
ngjaky jazyk, neni jazyk nutné nejlépe bezkontextovy, ale muze byt i regularni. Jen se ndm regularni
gramatiku nepodafilo sestrojit (nebo nds ji nenapadlo sestrojit). Proto je nutno t¥idu jazyka omezit i
zdola, a to dukazem, Ze jazyk do nizsi kategorie patfit nemuze. Tzn. u bezkontextového jazyka musime
ukdzat, ze neni reguldrni (nemuzu sestrojit reguldrni gramatiku/automat), u bezkontextového zase, ze
nemuze byt bezkontextovy ani reguldrni, atd. Na to se nejlépe hodi Pumping lemma (pro reguldrni,
piipadné bezkontextové jazyky) nebo Nerodova véta (pro reguldrni jazyky)

vvvvv

pisemkach se objevuji pfiklady na rozliSeni mezi regularnim a bezkontextovym jazykem.

3.1.1 Regularni jazyk

Dukaz, ze dany jazyk je reguldrni, je relativné snadny. Stac¢i sestrojit regularni gramatiku, kterd jazyk
generuje, koneény automat, ktery jazyk pfijimd, nebo levou kongruenci spliujici Nerodovu vétu (coz
je vlastné ten automat, akordt jinak popsany). Zdola je zafazeni jazyka omezeno faktem, Ze ’nic
jednodusstho” uz neni. Shora jsme to dokédzali sestrojenou gramatikou/automatem.

3.1.2 Bezkontextovy jazyk

Pokud chceme dokéazat, ze je jazyk minimélné bezkontextovy (tj. nenf zaroven reguldrni), musime nejprve
ukdzat, ze opravdnu aspon bezkontextovy je (napf. sestrojenim bezkontextové gramatiky) a zdroven
dokézat, Ze nenf zaroven reguldrni (Pumping lemmatem, Nerodovou vétou).

3.1.3 Priklad

Rozhodnéte, zda je jazyk L = {a™b™,n > 0} reguldrni nebo bezkontextovy. Pokud je reguldrnd, sestrojte
requldrni gramatiku, pokud je bezkontextovy, dokazte, Ze meni requldrni a sestrojte bezkontextovou gra-
matiku, kterd jej generuge.

Bohuzel neexistuje univerzalni pravidlo, které ndm fekne - jazyk je/neni reguldrni, a nefekne nam, jak
neregularitu snadno dokdzat. Nicméné u piikladu, které se loni objevily ve zkouskovych pisemkach, lze
takto rozhodnout celkem snadno. Je nutno se zaméfit na podminky, které svazuji/nesvazuji k sobé pocty
jednotlivych pismenek. V zadaném prikladu o¢ividné zdvisi pocet pismen a na po¢tu pismen b (nebo spis
naopak). Nad tim samotnym se muzeme zamyslet. Musime si néjakym zpusobem zapamatovat, kolik
jsme precetli acek, abychom mohli dovolit jen ten samy pocet beéek. Jelikoz koneény automat ma jedinou
pamét’ v podobé svych stavi, museli bychom rozlisit n ruznych stavi, coz je v piipadé nekoneé¢ného n > 0
nemozné (kone¢ny automat mus{ mit koneé¢nou mnozinu stavi). Takto intuitivné bychom mohli chépat,

3.2 Pumping lemma (PL)

Necht’ jazyk L je reguldrni. Pak plati (implikace), ze existuje néjaka konstanta p, kde pro vsechny Fetézce
w 7z jazyka L delsi nez p (tj. w € L,|w| > p) existuje rozdéleni w = zyz takové, ze plati:
1. |zy| < p (¢4st y je nejdéle p od zacdtku slova)

2. |yl > 1 (¢ést y neni prézdnd)
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3. Vk>0:ay"z € L (¢asti y lze pumpovat a viechna vznikld slova jsou v L).

Jelikoz se jednd o implikaci, lemma muzeme pouzit pouze na dikaz toho, ze jazyk reguldrni neni (vyvra-
cenfm pravé strany implikace). Pokud si postupné znegujeme dané tvrzeni, vyplyvd ndm, ze musime pro
kazdou konstantu p najit slovo, pro které dané rozdéleni, pii kterém by §lo pumpovat, nelze sestrojit.

D4 se to tedy predstavit jako souboj dvou lidi:
e A: Jazyk L je regularni, konstanta p existuje.
e B: Tak zkus rozdélit tohle slovo: w

e A: Hm, tak w rozdélit sice umim hned nékolika zpusoby, ale ani v jednom piipadé nemuzu libovolné
pumpovat ¢asti y. Jazyk tedy regularni neni.

3.2.1 Priiklad

Rozhodnéte, zda je jazyk L = {a™b"™,n > 0} reguldrni nebo bezkontextovy. Pokud je reguldrni, sestrojte
requldrni gramatiku, pokud je bezkontextovy, dokazte, Ze meni requldrni a sestrojte bezkontextovou gra-
matiku, kterd jej generuge.

Pro navrhovanou konstantu p se nabizi zvolit slovo a?bP, které do jazyka L patii. Podle podminek danych
v definici PL musi byt pumpovana ¢ast "nékde na zacatku”, tj. v sekci pismen a. Zaroven musi mit délku
aspon 1. Je tedy jasné ze pii pumpovéni dolu (k = 0) i nahoru (k > 2) se zméni pocet pismen a, ktery
bude bud’ mensi nebo vétsi nez pocet béek a pumpovana slova tedy do jazyka L nepatii. Gramatika
pro tento jazyk je velmi jednoduchd, stac¢i ndm dvé pravidla {S — aSb, S — e}. Jazyk bude tedy
bezkontextovy. Reguldrni byt nemuze, viz dukaz nize.

Formaélné: Necht’ existuje hodnota p, pro kterou PL plati. Pak zvolme slovo w = aPb?, |w| > p. Podle
podminek 1 a 2 PL muZeme rozdélit slovo na w = xyz pouze tak, ze x = a”, y = a®;s > 1 a nakonec
z = aP~"~%bP. Podle podminky 3 (pumpovéani) budou vznikat slova {a"a**a?~"=5b? k > 0}.

Porovnanim koeficientl zjistime, ze:

r+ks+(p—-r—s) # p
pt+(k—1)s #

Pumpovat "doli” tedy nelze, plati, ze a"a**a?~""*b? ¢ L pro k = 0 a PL neni splnéno. Obdobné,
pumpovat "nahoru” nelze, plati, ze a"a**a?~""*b? ¢ L pro k > 2 a PL nenf splnéno.

pro libovolné k #1 a s > 1.

Méné formalni vysvétleni: Podle pravidel 1 a 2. z vyse citovaného PL lze slovo rozdélit pouze
tak, Ze ¢ast y bude obsahovat samd acka, a to alespon jedno. Pumpovanim dolu (k¢ = 0) bude platit
pocet(a) < pocet(b) a slovo nebude soucdsti jazyka. Obdobné, pfi pumpovéani nahoru (k > 2) bude platit
pocet(a) > pocet(b)

3.2.2 Priiklad

Zaradte jazyk {a™b™;m >n > 0}.

Opét vidime, Ze si musime umeét pamatovat pocet acek, a zaroven zajistit, ze btek bude méné.
Abychom rozbili PL, musime pumpovat doli v ¢dsti s acky. Pumpovanim a¢ky nahoru nic nezmuzeme,
generovand slova do jazyka stdle budou pattit. Musime tedy zajistit, ze se nezdaii pumpovéani dolu. Takze
zvolime slovo, u kterého to opravdu nejde. Tim je slovo a?T1bP, tedy slovo, ve kterém je nerovnost poctu
znaku tésné na hranici platnosti podminky. Pfi pumpovani dolua, byt’ s y délky 1, se pocet acek stane
nezadoucim a slovo do jazyka patfit nebude.

Pokud bychom zvolili a?*2bP, n4s soupei miize zvolit y délky 1 a pumpnout i dol. Slovo aPT1bP totiz do
jazyka patii téz a nic bychom nedokazali.
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Formalné: Necht’ existuje hodnota p, pro kterou PL plati. Pak zvolime slovo w = a?*1b? |w| > p.
Podle podminek 1 a 2 PL muzeme rozdélit slovo w = zyz pouze tak, ze x = a”, y = a®; s > 1 a nakonec
z = aPt1="=5pP. Podle podminky 3 (pumpovéani) budou vznikat slova {a"a**aPT1="=5pP k > 0}.

Porovnanim koeficientu zjistime, ze:

r+ks+(p+1l—r—s) < p B
prlt(k—1s < p prok=0 (as>1).

Pumpovat "dolit” (k = 0) tedy nelze, tedy plati, ze a”a**aP*1="=*bP ¢ L pro k = 0 a PL neni splnéno.

Neformalné: Podle pravidel 1 a 2. z vySe citovaného PL lze slovo rozdélit pouze tak, ze ¢ast y bude
obsahovat samé acka, a to alespon jedno. Pumpovanim doli (k = 0) bude platit pocet(a) < pocet(b) a
slovo nebude soucasti jazyka.

Gramatika je podobna té z prechoziho piikladu, jen musime zajistit nerovnost, tzn. pridat alespon jedno
acko navic.

S—aSh, S—aX, X —>aX|e

Prvni pravidlo zajist'uje parovani poctu a a b, druhé pravidlo se postara o nadbytek poctu acek aspon o
1. Tret{ pravidlo dovolf mit acek jeste vic (aby platila nerovnost). Takze jazyk je bezkontextovy.

[ooys

Vsuvka: Nékdo by namitl, ze by bylo snazsi donutit soupefe pumpovat v ¢asti s bcky nahoru. Toto ale
vzhledem k podminkdm 1 a 2 obecné nelze zajistit. Soupef si muze za y zvolit cokoliv ve vzdélenosti p
od zacatku slova a pumpovat klidné v ¢asti s acky.

Je sice pravda, 7ze v tomto piikladé by i u slova al?/2141p[P/2] gelhal v ackdch pii pumpovani dolu, v
bekéch pfi pumpovéni nahoru (a on musi najit rozdéleni, kde lze pumpovat nahoru i dolu soucasné),
obecné je dobré na tuto moznost soupeie nezapominat.

3.2.3 Priiklad

Zarad'te jazyk {a™b™;n >m > 0}.

Zrcadlové obraceny piiklad vyse. Zde nam staci soupefe pfinutit v ¢asti s a pumpovat nahoru.

Formalné: Necht’ existuje hodnota p, pro kterou PL plati. Pak zvolime slovo w = a?b?*! |w| > p.
Podle podminek 1 a 2 PL muzeme rozdélit slovo w = zyz pouze tak, ze x = a”, y = a®; s > 1 a nakonec
z = aP~" s+, Podle podminky 3 (pumpovéani) budou vznikat slova {a"a**aP~"~bP*1 k > 0}.

Porovndnim koeficientu zjistime, ze:

r+ks+(p—r—3s) > p+1

p+(k—1)s > p+1 prok >2 (as>1).

Pumpovat "nahoru” (k > 2) tedy nelze, protoze a”a*$a?~"~*bPT! ¢ L pro k > 2 a PL nenf splnéno.

Neformalné: Podle pravidel 1 a 2. z vyse citovaného PL lze slovo rozdélit pouze tak, ze ¢ast y bude
obsahovat samé acka, a to alesponi jedno. Pumpovanim nahoru (k = 2,3, ...) se pocet acek zvysi oproti
poctu béek a slovo nebude soucasti jazyka.

Gramatika generuje navic bcka, takze je az na lehkou modifikaci podobna té z pfedchoziho ptikladu.
S —aSb, S—=bX, X ->bX]|e
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3.2.4 Priiklad

Zartadte jazyk L = {a"b",3 > n > 0}

Toto je chytak. Na prvni pohled tam zustdva nutnost parovani poctu acek a béek, nicméné jejich pocet
je omezeny. Jazyky je tedy kone¢ny, obsahuje pouze slova L = {e, ab, aabb, aaabbb}. Konecné jazyky
jsou zaroven regularni, 1ze totiz pro né sestrojit reguldrni gramatiku nebo koneény automat, systematicky
napifklad metodou pro konstrukei automatu pro sjednoceni jazyku (jednotlivych slov).

3.2.5 Priiklad

Zatad’te jazyk L = {a'bickd,j =1>0,i > 1,k > 0}

Problém je podobny tém vyse. Potifebujeme shodu poctu béek a déek, do toho se pletou pismena a a c,
na jejich pocet neni kladen zadny vztah s ostatnimi. Jazyk jasné bude bezkontextovy, gramatika by byla
ptiblizné:

S — AB

A—aAla

B —bBd|C

C—cCle

Nakreslete si derivacni strom pro néjaké slovo z jazyka, vS§imnéte si rozdilu v pravidlech pro neterminaly
A a C, znaku a je totiz nutno zajistit nenulovy pocet.

Dukaz, Ze jazyk neni reguldrni, je nejsnadnéjsi pomoci pumping lemmatu. Potfebujeme tvrzeni reg-
uldrnosti rozbit na vztahu symbolu b a d. Jak bylo zminéno vySe, je vhodnéjsi zaméiit se na levéjsi z
dvojice. Zaroven je nutno ostatni symboly nastavit tak, aby nam nepfekéazely, nebo ndm nedovolovaly
slovo rozdélit tak, aby v nich $lo pumpovat. Ted’ jde pifedev§im o symbol a. Aby se v ¢asti s acky nedalo
pumpovat, je nutné slovo zvolit uvazlivé, a to na hranici pfislusnosti do jazyka.

Zvolime proto slovo abPdP. Pocet atek jsme zvolili nejmens{ mozny (1), pocet céek taktéz, tedy 0. Duvod
je nasledovny. Musime ukazat, ze slovo nelze rozdélit tak, aby slo pumpovat. V tomto ptipadé to lze
tfemi zpusoby:

1. Pumpovat budeme samotnym ackem. To nemuzeme smérem dol1, slovo s nulovym poétem acek do
jazyka nepatii. Z tohoto duvodu jsme zvolili pravé takové slovo. Jiz pocet acek 2 by totiz dovolil
pumpovat jen jednim, a to i smérem dolu.

2. Pumpovat budeme podfetézcem s ackem na zacatku a nékolika bcky. To nejde, pumpovanim nahoru
vznikne slovo s alternujicimi symboly a a b.

3. Pumpovat budeme jen v sekci s béky. To nemuzeme smérem nahoru ani dolu.

Jak je vidét, pokud chceme PL vyvratit, musime ukézat, ze existuje slovo, které nelze rozdélit zidnym
zpusobem. Na naSem slovu abPdP, které jsme zvolili jako protiptiklad, jsme ukdzali, ze rozdéleni nelze
zvolit zadnym zpusobem. Tim jsme dokézali, Ze pravou stranu PL nelze splnit pro vSechna slova delsi
nez p. V pisemce by to samoziejmé chtélo popsat formélnéji.

3.2.6 Dalsi priklady k procviceni

Zarad’te, dokazte a sestrojte prislusnou gramatiku. Casem sem moznd doddm Fesent.
o {wwf w e {a,b}*} (R = reverzace, zrcadlové prevriceno)
o {ai/cFd,i=7>0k=1>0}
o {a'bickdi=1>1,j=k>1}
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